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Ensino:

O efeito dominé

André Too.m

. -Sou matemadtico russo com experiéncia internacional em pesquisa e
‘ensino. Ensinei bastante na Russia e nos EUA, onde participei de vérios
projetos educacionais. Passei os iltimos anos no Brasil, dando véarios
cursos. Através destas experiéncias, posso descrever um fenémeno nega-
tivo que existe no ensino da matematica em vérios paises. Denominarei
este fendmeno de “efeito dominé”.

O que é o efeito dominé? Se vocé colocar virias pecas de domind
na mesa, pode fazer cair todas derrubando s6 uma. Na educagio este
fendmeno se mostra em virias versées. Versdo grave: em cada curso
varios alunos sentem dificuldades pois trazem lacunas de disciplinas an-
teriores, portanto vao ter dificuldades nas disciplinas seguintes. Versao
suave: o ensino de cada disciplina, é trivializado pois diciplinas anteriores
foram trivializadas, portanto os cursos seguintes também o serdo.

E possivel um professor sozinho parar o fenémeno dominé? Parar,
ndo. S6é suavizar. Imagine que vocé comega ensinar em um curso e
descobre que seus alunos nao estao preparados. O que vocé pode fazer?
Acho que é necessario comegar a disciplina com uma revisao dos assuntos
que os alunos sdo supostos saber mas de fato nao sabem. Infelizmente,
esta revisao pode demorar tanto que faltard tempo para ensinar o con-
teido do seu préprio curso. Conseqiiéncia: Alunos capazes nio sio
desafiados como precisam para tornarem-se especialistas de alto nivel.
Quando assistem a um curso novo esperam estudar assuntos novos, mas,
ao invés disto, tém que assistir a revisdes que ndo precisam. Quando

1Secio coordenada por Walcy Santos



o professor afinal passa a cobrir assuntos novos, j4 ndo ha tempo para
elaboréd-los. Alunos fracos aprendem um pouco aqui, um pouco ali, mas
sempre 3s pressas, e portanto ficam sempre confusos. A sociedade passa
a ndo poder acreditar em diplomas, pois ndo sabe se recebe especialistas
competentes ou nao.

O fen6émeno dominé pode acontecer em varias disciplinas, mas é
mais nefasto no ensino da matematica onde a ordem € importantissima.
No ensino da geografia, a Asia pode vir antes ou apés a América, mas
na matemadtica 4lgebra ndo pode vir antes da aritmética. Mesmo as-
sim, para estudar dlgebra nao é suficiente fazer operagoes de aritmética,
€ necessario também resolver problemas de aritmética. Para estudar
célculo é necessirio saber toda matematica escolar incluindo 4lgebra,
geometria e resolver bastante problemas. Para estudar estatistica é
necessario saber probabilidade de varidveis continuas, a qual é basea-
da em célculo, e resolver problemas de calculo de probabilidade, alguns
dos quais sdo bastante complicados. Toda matemadtica é uma escala
(ou sistema de vdrias escalas) onde subir s6 é possivel passo a pas-
so, consolidando-se em cada patamar o conhecimento adquirido. Cada
passo nao significa apenas memorizar, mas entender, pensar e resolver
problemas.

Exemplo brasileiro (versio suave): Quando ensinei uma disciplina de
processos estocdsticos, comecei verificando se os alunos sabiam a teoria
de matrizes. Descobri que nio sabiam nada. Em seguida, verifiquei se
eles sabiam a teoria dos numeros complexos; por exemplo, se podiam
resolver a equagdo 22 = 1. Nao podiam. Portanto comecei o curso com
numeros complexos e com apresentagdo geométrica e solugdo geométrica
das equagbes. Em seguida, ensinei matrizes e como achar auto-valores
e auto-vetores e sé no meio do semestre comecei a ensinar cadeias de
Markov.

Exemplo americano (versio suave): varias vezes ensinei 4lgebra abs-
trata numa universidade. Na primeira vez, ensinei os seguintes tépicos
classicos: grupos, anéis, corpos. Os alunos foram corteses, mas indife-
rentes. Pensei nisto e entendi que antes de falar sobre estas abstragoes é
necessério estudar algumas algebras particulares. No outro ano comecei
com a teoria dos numeros complexos, com interpretacio geométrica e
resolugdo de equagdes cibicas. Os alunos ficaram mais interessados.
Mas isto ndo foi dlgebra abstrata, foi uma preparagio para ela.



A versio grave acontece quando o professor ndo entende que os alunos
nao estdo preparados. E comum exemplos tristes como este. Uma aluna
americana, orientada por mim e muito aplicada nas minhas aulas, fez
um curso de geometria moderna com outro professor e lamentou-se para
mim queixou-se pois todos alunos que fizeram este curso nao entenderam
nada. O professor era um matemadtico 6timo e um homem simpdtico,
mas pedante. Ele foi inflexivel em seu dever de ensinar exatamente o
que pedia a ementa: geometria moderna, i.e. ndo-euclidiana. O que este
estrangeiro ndo percebeu foi que todos os seus alunos nao tinham idéia
nenhuma de geometria euclidiana como sistema, légico, como acontece
com alunos americanos. (Se ndo provamos teoremas na vida cotidiana,
ndo hé razdo em provéa-los na escola.)

Se eu desse este curso, ensinaria primeiro geometria euclidiana, apre-
sentando os axiomas e provando teoremas, explicaria as aspiragdes de
Euclides de supor tio pouco quanto possivel (também as aspiragdes dos
cientistas modernos). Em seguida passaria ao famoso quinto postulado
e &s varias tentativas de deduzi-lo a partir dos outros por contradicio,
ou seja, supor todos os axiomas e postulados eucludianos com uma sé
excegao: supor que o quinto postulado é falso, obter varias conclusdes e
enfim obter uma contradi¢do. Eu diria que todas estas tentativas fracas-
saram, que ninguém conseguiu obter uma contradi¢do. Rua sem saida?
Exatamente o oposto! Uma das maiores descobertas em toda histéria
da matemdtica foi reinterpretar este “fracasso” de obter uma contra-
dicdo como successo - um desenvolvimento légico de outra geometria,
nao-euclidiana, onde o quinto postulado € falso. Acho que esta aventura
de idéias é muito interessante. Eu ji a conhecia desde a escola. Toda
as vezes que ensinei histéria da matematica, expliquei este assunto e os
alunos sempre se interessaram.

A situagdo torna-se de fato mais dificil quando temos alunos fortes
e fracos numa turma. Neste semestre estou ensinando estatistica para
futuros engenheiros. O resultado da primeira prova: uma variedade
enorme de notas, distribuidas quase uniformemente na escala de zero
até o maximo. Isto significa que nas minhas aulas estdo sentados, um
préximo do outro, alunos que sabem muito e precisam de um curso mais
avangado e alunos mal preparados que precisam de um curso mais bdsico,
com programa escolar. Alguns alunos acham que eu deveria provar mais,
outros discutem cada nota pois estdo no limiar da reprovacao. Mas eu




nao posso satisfazer a todos. Eu procuro dirigir-me & maioria dos alunos,
mas nao sei se a maioria realmente me entende. Em cada aula fago
perguntas e convido a todos a vir & louza escrever a resposta, fazer uma
transformacao algébrica, preencher uma tabela ou desenhar um gréfico,
mas sé uma pequena parte dos alunos estdo dispostos a vir ao quadro
negro, normalmente os mais preparados. A maioria tem medo de errar
e com razdo: seus conhecimentos de algebra e de desenho deixam muito
a desejar.

Notei que todos os alunos que sdo reprovados em meus cursos foram
também reprovados em cursos anteriores a estes, mesmo na escola., Inclui
numa prova uma tarefa de escrever as formulas e desenhar os graficos da
funcdo acumulada e da fungio de densidade de uma varisvel aleatéria.
Em algumas provas, graficos e férmulas estavam em contradigido ou a
funcio de densidade era negativa ou nio era a derivada da fungio acu-
mulada. Isto é mais que um erro basico de probabilidade; é um erro do
ensino médio ou dos primeiros cursos universitarios. Outra vez, inclui
numa prova o estudo de uma variavel aleatéria bidimensional distribuida
uniformamente num tridngulo:

{(z,y):2<1, y>-1, y< z}.

Pedi para desenharem este tridngulo no plano Ozy como introdugio
ficil, mas, na realidade, ndo foi facil. S6 uma minoria de alunos acertou.

E impossivel discutir o ensino na universidade sem falar do ensi-
no médio. Ndés dependemos muito da escola, mesmo a nivel de pds-
graduacdo. A escola pode e deve incluir assuntos tedricos. Assim ocorre
em varios paises, incluindo a Rissia. Mas alguns educadores americanos
tém uma idéia oposta: insistem que os jovens sé tém interesse por coisas
que podem aplicar na vida cotidiana. O resultado é a falta dramética
de preparacdo no desenvolvimento do intelecto, sem o qual é impossivel
estudar em uma universidade.

Nas ultimas décadas o Brasil, como vdrios outros paises, consideram
os EUA como um exemplc a seguir. Isto pode fazer sentido em vérias
areas, mas o ensino da matematica é ruim nos EUA. Talvez a razao prin-
cipal seja a ma preparagdo dos professores da escola americana, a qual
anda nas bocas do mundo. 2 A educacdo americana tem vérias distorgoes

’Recentemente Liping Ma mostrou no seu livro “Knowing and teaching elementary




que sdo descritas em varios livros. 3 Vou concentrar-me em uma sd: 0
menosprezo pelo cardter estrutural da matemdtica. Os Estados Unidos
sdo o tunico pafs sem curriculo nacional de ensino de matemaética. O
resultado tipico é que alunos sdo mal orientados e freqlientam cursos
avangados sem preparagao. Varios educadores americanos tém orgulho
deste fato. Quando ensinei cdlculo numa universidade americana, desco-
bri que a metade dos meus alunos pulou um ou dois cursos anteriores por
orientacio de seus tutores. A maioria destes alunos foram reprovados
no meu Ccurso.

Que bons exemplos pode o Brasil seguir? TIMSS, 4 a mais presti-
giosa pesquisa internacional sobre a qualidade do ensino de matematica
e ciéncia, oferecem os melhores cursos de matematica no ensino médio
varios paises asidticos (Singapura, Korea, Japdo) e que o ensino em
vérios paises europeus, incluindo a Russia, também é bom. Vou falar
sobre educacdo na Rissia pois conhego ela de perto. Acho que tudo que
eu escrevo sobre Rissia é parecido com o que ocorre em virios paises
onde a educagdo de matemdtica é boa. Segundo todas minhas obser-
vagoes, o entendimento do cardter estrutural da matematica é um fator
muito importante na qualidade do ensino em todos os paises. Quase
todos os alunos russos nio tém aula de cdlculo na escola, porém quan-
do chegam & universidade estdo prontos para entendé-lo porque sabem
dlgebra e geometria muito bem. A percentagem dos alunos americanos
que aprendem célculo na escola é altissima, mas foram mal preparados
pois na maioria deles tiveram uma preparagdo ruim, sem resolver pro-
blemas de dlgebra e geometria. Segundo minhas observagGes, como pro-
fessor universitdrio, ensinar a alunos americanos que aprendiam cilculo
na escola é mais dificil que a outros estudantes, porque estes alunos de-
senvolvem um pouco de assuntos rotineiros e acham que é cdlculo. Uma
tarefa ficil, é inexequivel para eles, como por exemplo, calcular

1 1
/ |z| dz  ou / V1—-z2dz ou
-1 -1

mathematics”, 1999, que professores americanos do primeiro grau néo sabem tdo bem
matemdtica como alunos chineses da 9a série.

3Um é6timo livro é o de Diane Ravitch, “Left Back: A Century of Failed School
Reforms”, 2000.

4Pode-se encontrar uma referéncia para TIMSS no meu artigo “Observagdes de
um matemaético sobre o ensino de matematica” publicado em Revista do Professor de
Matemadtica, v. 44, 2000, pp. 3-9.




10 .

// ldzdy ou // z dz dy.
z2+y2<1 Jel+yl<1

Por que tantos alunos americanos tém aula de célculo na escola? Acho
que a primeira razdo é a pobreza de conteido dos cursos elementares.
Vérios professores do ensino médio nos EUA tém uma idéia muito
rasteira da matemadtica elementar. Minha filha sempre fol interessa-
da em artes, mais do que em ciéncia, mas, quando mudou da Ruiissia
para a América e comecou a estudar em escolas americanas, foi sur-
preendida pela pobreza de conteido de matemdtica em comparagdo as
escolas russas. Nelas, os alunos resolvem problemas com vérios passos ja
na 4° série. Nas escolas americanas mesmo na 6% série os alunos ainda
resolvem problemas com apenas um passo. Nao é de se admirar que
quase tao logo um aluno americano torna-se capaz de realizar operagdes
basicas de aritmética e dlgebra, os burocratas nao tenham nada a ofere-
cer além de calculo. E na maioria dos casos este calculo no é realmente
calculo. ® A maioria dos professores da escola é mal preparada a en-
sinar, mesmo tépicos basicos. Contudo, durante virios anos, ao invés
de reconhecer a necessidade de entender melhor os tdpicos bésicos e
saber resolver mais problemas, virios lideres da educacio americana vi-
raram a cabecga dos professores da escola com projetos fantdsticos como,
por exemplo, comparar virias geometrias (sem provar teoremas), ensi-
nar fractais (sem nenhuma defini¢do), ou ensinar métodos de estatistica
como qui-quadrado e ¢t de Student (sem mesmo mencionar varidveis
aleatérias continuas). ¢ Educadores americanos chamam este fendmeno
“milha de largura, polegada de profundidade” e consideram-no um de-
feito muito sério. Nunca ouvi esta frase no Brasil, é uma pena pois o
mesmo fendmeno acontece neste pais.

Enquanto se exige da escola fazer o impossivel, ela nio consegue
fazer o que é possivel. Em muitas universidades americanas ja existem

5Mesmo célculo nas universidades americanas nem sempre é cdlculo. Lembro-me
de uma aluna que foi aprovada em célculo 1, 2 e 3, mas nao podia desenhar o grifico
de £ = —1. O mesmo problema existe em outras ciéncias exatas. Lembro-me de outra
aluna que foi aprovada no curso de fisica atomica mas ndo podia desenhar o gréfico
de fungio y = z°.

SPode-se achar todas estas propostas no livro “Curriculum and evaluation stan-
dards for school mathematics”, NCTM, 1989, pp. 157, 169. Como é tipico dos fogos
artificiais, a vida destes foi curta. Na publicagio nova “Principles and Standards for
School Mathematics”, NCTM, 2000, todas estas propostas sio eliminadas as escon-
didas, sem atrair atencao.
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programas amplos com conteddo escolar. Esta pratica comegou como
emergéncia, mas estabeleceu-se e cresce todo o tempo. Recentemente
Jim Milgram, professor de matematica da Universidade de Stanford,
declarou numa conferéncia educativa: “Desde 1989 a percentagem de
alunos novos no sistema da Universidade Estadual da California - o
maior sistema estadual no pais - & qual foi exigido a fazer cursos cor-
recionais em matemdtica aumentou quase 2 1/2 vezes de 23% em 1989
até 55% hoje.” 7 Existe um provérbio que diz: “As universidades ame-
ricanas sio as mais caras escolas do mundo”. E realmente caro pagar
saldrio universitirio para ensinar conteidos escolares. Precisamos da
mesma coisa no Brasil? Acho que é mais econémico pagar mais para
professores da escola, mas obrigando-os a cumprir seu dever. 8 Entre-
tanto, o dever da escola deve ser definido justa e realmente. Nés ndo
devemos encarregar escolas ou cursinhos dos nossos préprios deveres.
Geralmente, cédlculo e dlgebra linear ndo podem ser ensinados na escola.
Como explicar o que é o limite de uma fungao quando z tende para zero
sem epsilon e delta? Dizer que esta funcio vai muito, muito perto deste
nimero quando z é muito, muito pequeno e deixar por isso mesmo? E
quem tem razdo no caso de divergéncia de opinites? A fungido sen (1/z)
chega muito perto de 1 quando z é muito pequeno ou ndo? Ninguém
sabe com certeza pois a pergunta nao € rigorosa.

O que as escolas devem ensinar? Em duas palavras: algebra e ge-
ometria. Estas duas disciplinas sao fundamentais, sdo bastante ricas de
contetido e tém problemas que podem entusiasmar um cientista futuro. °

"Para ler o testemumho de Milgram, ver http://www.house.gov/ed_work
force/whatsnew.htm e tecle “Joint hearing on The Federal Role in K-12 Math-
ematics Reform”.

8Recentemente li um artigo com nome pomposo “Balanco é positivo”, Jornal do
Brasil, 17 de outubro de 2000, p. 3, sobre saldrios dos professores de escolas. Q artigo
diz: “De dezembro de 1997 a junho de 2000, a remuneragdo dos professores com curso
fundamental completo subiu de R$ 165 para R$ 324. Os que tém curso de magistério
completo conseguiram ganhos maiores, com saldrios que foram elevados de R$ 288
para R$ 504. Para os que tém o ensino fundamental incompleto, o saldrio aumentou
de R$ 177 para R$ 295.” O governo tem orgulho que os salarios cresgam, mas contudo
acho que todos estes saldrios ainda sio catastroficamente pequenos. Acho que eles
devem crescer ainda pelo menos duas vezes.

Um exemplo: em entrevista com o matemético famoso Vladimir Arnold em “No-
tices of the AMS”, v. 44, n. 3, pp. 432-438. Arnold lembra o seguinte problema:
“Duas pessoas comecaram andar ao nascer do sol e andam com velocidades constan-
tes. Uma pessoa andou de A para B, outra de B para A. Encontraram-se ao meia-dia
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Muitos matemadticos russos comecgaram a interessar-se por matematica
por causa destes problemas de dlgebra e geometria escolar. Os livros
escolares russos sdao cheios de problemas interessantes.

Como a escola pode realmente ajudar a universidade? E ensinando
aos alunos a resolver problemas e também ensinando a provar de maneira
rigorosa, que é a esséncia da matematica. Seguindo a teoria de Piaget,
a maioria das criancas atinge o estdgio das “operagoes formais”, que é
o ultimo estdgio na sua teoria, por volta dos 10-14 anos. Esta idade é a
mais oportuna para comegar a ensinar provas. A prética de educacio na
Russia e varios outros paises usa esta possibilidade. Quando estudei na
escola russa, nosso curso de geometria incluiu provas de varios teoremas.
Parece que no Brasil esta possibilidade natural é pouco usada: mesmo
escolas privadas e caras nao mostram a matematica como uma ciéncia
dedutiva. Mesmo os primeiros cursos das universidades nio ensinam
provas. O curso tipico de cdlculo é no nivel intuitivo. J4 dei aulas
a alunos de pds-graduagdo no Brasil e observei que para alguns deles
“provar” é uma coisa nova e nao costumeira.

Existem muitos tépicos rigorosos que podem ser ensinados na esco-
la. Nao posso apresentar uma lista completa, mas aqui estdo alguns
exemplos: 1) Geometria euclidiana com provas dos teoremas. E claro
que na escola as provas ndo podem ser completamente rigorosas, mas
mesmo assim sao muito uteis. Por exemplo, as criancas de 12-16 anos
de idade podem entender vérias provas: do teorema de Pitidgoras (ha
vérias provas dela), segmentos proporcionais e relagées entre angulos
e arcos num circulo e também que as trés bissetrizes de um tridngulo
interceptam-se num ponto, analogamente para mediatrizes, alturas e
medianas. 2) A teoria dos ndmeros, por exemplo: a) O conjunto dos
nimeros primos ¢ infinito. Este argumento famoso ja era conhecido
por Euclides. b) Condigbes de divisibilidade: faceis por 2, 5, 4, 8 e mais
dificeis por 3, 9 e 11. O estudo de nimeros inteiros fornece a possibilida-
de de ensinar aos alunos algoritmos, o que é uma 6tima preparagio para
ciéncia da computacdo. 3) Definicdo dos nimeros reais como fracoes
decimais infinitas. Uma pergunta muito frutifera é se a fracdo decimal
infinita 0,999... (uma série infinita de noves apés a virgula) é igual a

e, continuando sem parar, chegaram respectivamente para B as 4 horas da tarde e
para A as 9 horas da tarde. A que horas o sol nasceu neste dia?” Arnold disse que
passou todo o dia resolvendo este problema e chama isto de sua primeira experiéncia
matematica real.
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1 ou menor que 1, e se menor, quanto? A existéncia de nimeros irra-
cionais, por exemplo V2, /3, Y2, /2+/3 e vérias outras raizes. As
provas de que os nimeros racionais transformam-se em fracoes decimais
periédicas e vice-versa. Também é necessirio ensinar aos alunos a usar
varios métodos de prova, incluindo a prova por contradi¢ao e o método
da indugao matemdtica.

Nés, professores universitirios podemos influir nas escolas? Com
certeza e mais ainda, ndo podemos nos omitir de influir. N&o esquece-
mos que a tarefa mais exigida das escolas do segundo grau é preparar
alunos para o vestibular. Se uma escola privada ndo prepara para o
vestibular, ela perde alunos e dinheiro. Entao, colocando problemas no
vestibular, nés inevitavelmente mandamos uma ordem para escolas: 0
que estudar. Influéncia ndo deve jamais separar-se de responsibilidade, e
devemos sempre pensar sobre as conseqiiéncias dos nossos vestibulares.
Olhei livros com problemas de vestibular e encontrei muitos ouvintes,
cyjo lugar certo é na universidade: limites, derivadas, nogdes de inte-
gral, matrizes, determinantes. Isto é um erro. Se todos estes tépicos
estdo presentes mesmo no vestibular, por que os alunos universitirios
nao sabem tudo isto? Porque a presenca de limites, matrizes e ou-
tros topicos avangados no vestibular é esnobismo inutil. Se olharmos
os problemas em si, poderemos constatar que todos sdo exercicios su-
perficiais. Os vestibulares menosprezam matematica elementar, onde
ha muitos problemas titeis e interessantes, e no lugar disto estao cheios
de imitagdes vazias de matemadtica universitdria. O resultado é que os
alunos gastam tempo decorando material para o vestibular e entram
na universidade sem entender os assuntos mais bdsicos de matematica
elementar. E isto que eu observo nas disciplinas universitarias. Por
exemplo, a maioria dos meus alunos brasileiros nao consegue derivar as
féormulas das somas de progressdes aritmética e geométrica. Recente-
mente, ensinando o coeficiente de correlacao, perguntei a uma turma
grande quando a fun¢do y = az? + br + c é ndo-negativa para todos
valores de z e ninguém respondeu. Tenho certeza que resolver proble-
mas é necessdrio para cientistas e engenheiros futuros. O que seria a
matematica sem a resolucao de problemas?

Como evitar o efeito dominé? Sempre lembrar o cariter estrutural
de matemdtica. Na matemadtica existem tOpicos basicos sem 0s quais
¢ impossivel estudar. Na matematica escolar, dlgebra e geometria, na




matematica universitaria, cdlculo e algebra linear. Orientar alunos no
trabalho sistematico, curso apds curso, passo apds passo. Abandonar
fogos artificiais e esnobismo, a tendéncia de valorizar nomes mais que
contetddo. Excluir todos tépicos universitarios (cilculo e dlgebra linear)
do vestibular e incluir mais problemas que obriguem os alunos a pensar
e provar. Quando alunos novos aparecerem na universidade, antes de
tudo, ensinar-lhes as duas disciplinas fundamentais: cdlculo e 4lgebra
linear. Fazer isto com defini¢es, provas e com resolugio de problemas.

Agradego ao consultor cujo nome desconheco, A aluna de UFPE An-
dréa Rocha e ao professor Francisco Cribari por corrigir meus erros em
portugués.
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