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"Alas!”, disse o Saturniano, "nenhum de nds vivemos mais do que qui-
nhentas revolucoes do sol; ... nossa existéncia é um ponto, nossa duragao
um instante, nosso globo um dtomo.”

Voltaire, Micromegas

Nao muito tempo atras ficou-se sabendo que aparentemente diferentes
fenomenos e processos que ocorrem na vida, como, por exemplo, trans-
formagoes de polimeros, atividade vital de tecidos bioldgicos, crescimentos
de cristais e mesmo as operagoes dos computadores nas quais calculos sao
feitos simultaneamente em todas as células, tém, todavia, algo em comum.
Essa propriedade em comum ¢é revelada quando pesquisadores tentam des-
crever os processos na linguagem matematica criando o que eles chamam de
modelo matematico.

O famoso fisico soviético Ya. 1. Frenkel disse que um modelo matematico
deve parecer mais para uma caricatura do que uma pintura ”realista”. A prin-
cipal necessidade de um modelo matematico é simplicidade: processos vitais
sao tao complexos que um estudo através de um modelo matematico realistico
seria muito dificil. Muito difundido atualmente, os assim chamados ”mode-
los entrelagados” descrevem processos que acontecem em um entrelacado de
”células”idénticas. Em tais modelos surgem dificuldades mesmo quando cada
célula tem apenas dois possiveis estados. Isto é o que vamos discutir abaixo.

2

Colonias e operadores

Para um matematico um pedaco de papel quadriculado reserva muitas
possibilidades fascinantes. No6s fazemos uso aqui de uma delas. Abra a
pagina de um caderno de folhas quadriculadas. Vemos uma rede de linhas
horizontais e verticais. Chamamos os pontos de intersecao delas de nés.
Agora, imaginemos um mundo formado somento por esses nés. Suponha



que certos seres, chamados células, podem viver nesses nds. Nas figuras,
denotamos as células por circulos como na figura 1. Apenas uma célula pode
estar em um no por vez. Se hd uma, colocamos um ali, e se nao ha nenhuma,
entao ha um zero no noé. A colecao de todos os nés ocupados por células é
chamada colonia. Se ha um nimero finito de células, dizemos que a colonia
é finita. Se nao hé células, dizemos entdo que a colonia é vazia. (Como o
espago, o tempo é discreto, isto é, pode ser contado por inteiros: 0,1,2,...).
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Figura 1:

Dado um operador P, isto é, uma regra que, para cada colonia K ex-
istindo em algum tempo t, determina qual colonia é obtida no préoximo mo-
mento t+1. E preciso deixar claro que o estado de determinada colénia no
tempo t-+1 sera influenciada somente pelo seu estado no tempo t, ou seja, o
estado de uma colonia ¢é influenciada apenas pelo seu estado no tempo ante-
rior. Suponha que um operador P é dado. A questao basica que estamos
tentando responder é a seguinte: para um dado operador P, hd uma colonia
finita que nunca morre, isto ¢, uma colonia finita K tal que nao importa
quantas vezes P seja aplicado, o resultado sera sempre um colonia nao vazia?
Ou, pelo contrario, o operador P é tal que toda colonia finita morre em algum
intervalo de tempo.

Comecemos analisando dois exemplos. Introduzimos coordenadas to-
mando um dos nds como a origem O, o eixo das abcissas para a direita e o
eixo das ordenadas para cima como de costume (veja Figura 1), e um lado
de um quadrado sendo de comprimento 1.

Exemplo 1: Suponha que, no tempo t+1, hd uma célula noné A = (x,y)
se e somente se a maioria dos seguintes nos estiverem ocupados pelas células
no tempo t: o préprio A e seus quatro vizinhos, (z+ 1,y) a direita, (z —1,y)
a esquerda, (z,y + 1) acima e (z,y — 1) abaixo. Isto define o operador P.



Exercicio 1: O que as colonias na Figura 1 (os circulos e as cruzes)
geram sob a acao deste operador? Siga a evolucao das colonias. Para este
operador existe uma colonia que nunca morre?

Exemplo 2: Suponha que no tempo t+1 hé uma célula no né A = (x,y)
se e somente se a maioria dos seguintes nos estiverem ocupados no tempo t:
A e seus dois vizinhos (z+1,y) e (z,y+1) a direita e acima, respectivamente.
Isto define o operador P.

Temos que sob a acao deste operador toda colonia finita morre. (Veri-
fique isto para a colonia na Figura 1). Provaremos este fato, por um método
que nos serd muito 1til adiante.

Analisemos a evolucao de colonias de uma forma especial de triangulo
isésceles com bases direcionadas para a direita e para cima do vértice do
angulo direito (Figura 2). Note que cada triangulo passa a ser no momento
seguinte um triangulo de mesma forma, porém com bases menores 1 unidade.
O menor triangulo com bases de comprimento 1 passa a ser um tnico ponto, e
desaparece no proximo passo. (Verifique isto, tragando a evolugao da Figura
2). Por essa razao, cada triangulo morre em um tempo igual ao comprimento
original de suas bases.
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Figura 2:



Figura 3:

Agora tome uma colonia finita arbitraria K, contida em triangulo
isésceles direito, como na Figura 3. Entao a colonia obtida no proximo
momento estard contida em um triangulo menor de mesma forma, e assim
por diante.

Temos, entao, uma importante propriedade do operador P: se uma
colonia K é uma parte de uma colonia K (isto pode ser escrito como K C
K;), entdao PK; é um subconjunto de PKy: PK; C PK; (a possibilidade
de PK; coincidir com PK, nao estd excluida). Chamamos esta propriedade,
que pode ser escrita como

K, C Ky = PK, C PK,

a monotonicidade do operador P. Apenas operadores monotonicos serao
considerados neste artigo.

E provado que, para operadores nao monotonicos, o nosso problema nao
tem solucao algoritmica. Um interessante e vasto material de investigacao
sobre um particular operador nao monotonico, chamado 7O Jogo da Vida”,
cuja autoria é de John Horton Conway, pode ser encontrado na edicao de
Outubro de 1970 da revista Scientifc American (pag. 120).

Descrevemos agora a forma precisa do operador P a ser considerado.

Seja O o nd "zero”, a origem das coordenadas. Parte da descricao de P
¢ uma lista U consistindo dos r nos uy, ..., u, em cujos estados no tempo t
o estado do né O no tempo t+1 depende. No exemplo 1, o niimero dos nés
é r =5 e no exemplo 2 o nimero dos nés é r = 3. O estado de qualquer néd
A no tempo t+1 depende do estado dos nés A + uq, ..., A+ u, no tempo t.
O simbolo + aqui denota adigao de vetores. Por exemplo, se A = (z,y) e



uy = (2/,y), entdo A+ uy; = (z + 2",y + 7).

Exercicio 2: Descreva as coordenadas dos vetores uq, . . ., us no Exemplo
1 e dos vetores uy, us, u3 no exemplo 2.

Ao lado da lista U, a especificagao de P inclui a fungdo determinando
como o estado de um né A no tempo t+1 depende dos estados dos nds
A4 uq, -, A+ u, no tempo t. Para especificar esta funcao devemos indicar
o que estard no n6 A (uma célula ou um zero) no tempo t+1 para uma com-
binagao de unidades e zeros nos nés A + uy,..., A + u, no tempo t. Ha 2"
combinagoes no total. Por exemplo, podemos fazer uma tabela na qual ha
tanto uma unidade como um zero oposto a cada combinagao de unidades e
zeros. Nao é necessario fazer uma tabela, é claro. Podemos dar a funcao
verbalmente, ainda que, de certo modo, tal tabela poderia ser unicamente
determinada por descricao verbal.

Fungoes f = (ay,...,a,) cujos argumentos e valores assumem apenas
dois valores 0 e 1 sao chamadas Booleanas ou fungoes bindrias. Uma fungao
, . , / /
Booleana ¢é dita ser monétona se f(ay,...,a,) < f(a},...,a,) sempre que
ap <adj,...,a, <al.

Como ja mencionado, consideramos apenas operadores monétonos. Eles
sao dados por fun¢oes monétonas. Além disso, supomos que f(0,...,0) =0
e f(1,...,1)=1.

Estas restrigoes nao sao essenciais, desde que apenas funcoes monotonas
que nao as satisfacam sejam as constantes- fungdes que tomam apenas dois
valores (sempre 0 ou sempre 1). As fungoes constantes sao muito simples, e
por essa razao desinteressantes.

Exemplo 3: Suponha que no tempo t 4+ 1 ha um zero no né6 A = (z,y)
se e somente se no tempo ¢ pelo menos uma das seguintes condicoes estiver
satisfeita:

a) ha zeros em ambos os nés (z,y) e (x,y + 1);

b) ha zeros em ambos os nés (z + 1,y) e (z+ 1,y + 1).

Isto define o operador P.

Em outras palavras, no tempo ¢+ 1 serd 1 em A = (x,y) se e somente se:
a) foi 1 em (x,y) ou (x,y+1) e

b) foi 1 em (z+ 1,y) ou (z + 1,y + 1).

Isto define o mesmo operador P.



Este exemplo também é muito importante porque servira de referéncia
para algumas situacoes que veremos mais adiante.

Exercicio 3: a) Trace a evolugao das colonias na Figura 1 sob a agao
deste operador. Nao da a impressao de que as colonias se horizontalizam a
partir da direita mas estendem-se para cima?

b) Prove que toda colonia finita morre sob a agao do operador no Ex-
emplo 3.

Exemplo 4: Suponha que no tempo ¢+ 1 hd um zero no n6 A = (z,y) se
e somente se no tempo ¢ pelo menos uma das seguintes condicoes estiverem
satisfeitas:
a) ha zeros em ambos os nés (z,y) e (x + 1,y + 1);
b) ha zeros em ambos os nés (z + 1,y) e (z,y + 1).
Isto define o operador P.

Em outras palavras, no tempo ¢t + 1 serd 1 em A = (x,y) se e somente se:

a) foi 1 em (z,y) ou (x +1,y+1)e

b) foi 1 em (z+ 1,y) ou (x,y + 1).

Isto define o mesmo operador P. Para este operador existem colonias
finitas que nao morrem. De fato, elas mudam constantemente, mas nunca se
extingiem. Encontre uma delas.

3

Zero-conjuntos.
O Teorema da Sobrevivéncia

Agora, reparemos que, ao lado dos nds, ha também outros pontos no
plano. Do ponto de vista das células que vivem apenas nos nos, é claro,
nenhum outro ponto existe, mas para nos eles existem. Consideremos todas
as possiveis figuras geométricas- conjunto de pontos no plano. Uma figura
M sera dita preenchida por zeros se houver zeros em todos os nés contidos
nesta figura.

DEFINICAO 1: Uma figura M ¢ dita ser uma zero-figura (para um
dado operador P) se houver um zero no né O no tempo t+1 sempre que M
for preenchida por zeros no tempo t.



Por exemplo, nos Exemplos 1 ou 2 uma figura é uma zero-figura se ela
contém pelo menos trés (Exemplo 1) ou dois (no Exemplo 2) nés formando
o conjunto U.

Para uma linha tracada no plano, definimos um semi-plano como sendo
o conjunto de pontos situados em um lado da linha, incluindo a propria linha.

De acordo com a Definicao 1, um semi-plano S é chamado de semi-plano
zero se houver um zero no né O no tempo t+1 sempre S que for preenchido
por zeros no tempo t.

Seja op a intersecao de todos os semi-planos zero para um dado oper-
ador P.

TEOREMA DA SOBREVIVENCIA: Existe uma colonia finita que so-
brevive para sempre sob a acao de dado operador P se e somente se op é
nao vazia. Ou seja, colonia finita morrera sob a acao de um determinado
operador se e somente se op é vazia.

Exercicio 4 (verificacdo do teorema para os Exemplos 1-4). Prove as
seguintes afirmacoes.

a) No Exemplo 2, os trés semi-planos representados na Figura 4 sao
semi-planos zero. No Exemplo 3, os semi-planos representados na Figura 5
sao semi-planos zero. Nos dois casos os semi-planso representados nao tém
pontos em comum, isto é, sua intersegao € vazia. Por esse motivo, a intersecao
op de todos os semi-planos zero é vazia. De acordo com o teorema, todas as
colonias finitas morrem.

b) No Exemplo 1, o conjunto op consiste de um tnico ponto O (e, de
acordo com o teorema, ha uma colonia finita que ndo morre).

No Exemplo 4, o conjunto op consiste de um tnico ponto £ = (1/2,1/2),
(isto ndo é um né, o que mostra que nds nao nos eram suficientes!)

A colonia mais simples que nao morre consiste de quatro nds: os vértices
de um quadrado unitério (Figura 6). No momento seguinte ela gera uma
"cruz”, e esta cruz por sua vez gera o mesmo quadrado, mas deslocado uma
unidade para a esquerda e abaixo. Dizemos que uma colonia K preenche uma
figura M se ela contém todos os nés em M.

A cruz e o quadrado na Figura 6 podem ser representadas como pre-
enchendo figuras idénticas - os quadrados mostrados nestas figuras. Deste
modo, as colonias geradas em sucessivos momentos podem ser representadas
como preechendo uma e o mesmo quadrado, deslocado pelo vetor —¢ =
(—1/2,—1/2) uma unidade de tempo. Note que os lados deste quadrado s@o
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Figura 5:

paralelos as linhas ;0.

Exercicio 5 (piada). Se vocé fosse uma célula e vivesse em um mundo
governado pelo operador no Exemplo 4, entao o ponto £ = (1/2,1/2) existiria
para vocé ou nao?
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Conjuntos convexos e
Envelopes convexos

Um conjunto M de pontos no plano é dito ser convexo se ele satifaz a
seguinte condicao:

Para quaisquer dois pontos A e B em M, todos os pontos contidos em
um segmento de reta com extremidades A e B pertencem a M.

Exercicio 6: Prove que todo semi-plano é um conjunto convexo.

Exercicio 7: Prove que a interse¢ao de conjuntos convexos é um conjunto
CONnvexo.

Exercicio 8: Em alguns livros, um poligono é definido como convexo
se ele esta localizado em um lado da linha tracada através de cada um dos
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seus lados. Prove que um poligono é convexo nesse sentido se e somente se o
conjunto de pontos localizados em ou dentro é convexo.

Deste modo, se um conjunto convexo M contém os pontos Ay, ..., Ag,
entao contém também todos os segmentos com extremidades nestes pontos,
e todos os triangulos com vértices nestes pontos. A uniao de todos os pon-
tos Ay, ..., Ag, todos os segmentos com extremidades nestes pontos e todos
os triangulos com vértices nestes pontos é chamado de envelope convexo de
A1, ..., Ai (o envelope convexo de alguns pontos Ay, ..., Ag é mostrado na
Figura 7). E claro que o envelope convexo de um conjunto finito de pontos
esta necessariamente contido em todo conjunto convexo contendo os pontos.

Exercicio 9: a) Prove que um conjunto de quatro pontos (no plano)
pode sempre ser particionado em dois subconjuntos cujos envelopes convexos
interceptam.

b) A mesma tarefa quando o conjunto tem n > 4 pontos.

Recorde a definicao do conjunto op. Para encontrar op a partir desta
definicao, devemos construir todos os zero semi-planos, mas ha uma in-
finidade deles. De fato, nos Exemplos 1-4 sabiamos como encontrar op,
mas ainda nao esta claro como fazer isto para um caso geral. Com a ajuda
de envelopes convexos agora ¢é possivel construir op para qualquer operador P.

Figura 8:
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Consideremos todos os subconjuntos de U. De acordo com a Definigao
1, um conjunto U’ C U é chamado de zero conjunto se o fato de que U’ estéa
preenchido por zeros no tempo t implica que hd um zero em O no tempo
t+ 1.

Lema 1: op coincide com a intersecao do envelopes convexos de todos
os zero-subconjuntos de U.

Prova: Se todo envelope convexo V' estd contido em todo conjunto con-
vexo que contém os pontos Ay, ..., A,, entao V é um subconjunto de U. Se
todo zero semi-plano contém inteiramente pelo menos um zero subconjunto
de U, entao ele contém pelo menos um envelope convexo. Logo, como o
envelope convexo esta contido em um zero semi-plano, entao a intersecao de
todos os envelopes convexos coincide com a intersecao de todos os zero semi-
planos. Portanto, op pode nos dar a mesma resposta que os zero semi-planos
nos dariam, mas agora para um caso mais geral.

Usando o Lema 1, podemos construir op a partir de qualquer operador
P dado por seu conjunto U e funcao f. Isto é, devemos escrever todos os
subconjuntos de U (héd 2" deles), e ent@o usar de nosso conhecimento de f
para escolher os zero-subconjuntos entre eles, construir seu envelope convexo
de cada um (cada um é um poligono, segmento ou ponto) e, entao encontrar
sua intersecao.

Corolario: O conjunto op é sempre a intersecao de um nimero finito de
semi-planos zero.

Exercicio 10: Usando o método do Lema 1, construa novamente o con-
junto op para os Exemplos 1-4.

5

Prova do Teorema Da Sobrevivéncia.
Usando o Teorema de Helly no papel de um
deus ex-machina

Caso A

Vamos comecar encontrando condigoes sob as quais todas as colonias fini-
tas morram. Primeiro, facamos algumas importantes observagoes. Suponha
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que um semi-plano zero II esta demarcado por uma linha [. Neste caso, se
IT estava preenchido por zeros no tempo t entao no tempo t+1 ha um zero
nao somente no né O, mas também em todo né A para o qual a linha AO é
paralela a [ (Figura 8).

Além disso, denotemos por v um vetor através do qual [ deve estar
deslocado em uma direcao paralela a fim de passar por O em sua posi¢ao
(h& infinitos vetores, mas v pode ser qualquer um deles). Se, no tempo t, o
semi-plano II é preenchido por zeros, entao no tempo t+1 o semi-plano II+v
obtido de II pelo deslocamento pelo vetor v serd preenchido por zeros (I1+ v
estd representado na Figura 8). Similarmente, se, no tempo t, o semi-plano
IT + w for preenchido por zeros entao no tempo t+1 o semi-plano IT + w + v
é preenchido por zeros.
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Figura 9:

Lema 2: Dado um triangulo ABC', assuma que os trés semi-planos
Ty, IT5, II3 demarcados pelas linhas AB, BC, AC' e localizados fora de ABC
sao semi-planos zero para o operador P (eles estdao representados na Figura
9). Entao toda colonia finita de unidades morre sob a ac¢ao deste operador.

Prova: Seja K uma colonia finita. Desloquemos os semi-planos zero
I1;, 115, IT5 pelos vetores wy, wq, wy tal que os semi-planos resultantes II] =
Iy +wq, I = I + ws, [T = I3 + w3 ndo tenham pontos em comum com K,
isto é, eles sejam preenchidos por zeros (Figura 10). As linhas demarcadas de
Iy, Iy, IT3 formam um triangulo A’B’C” similar a ABC' (e também orientado
na mesma dire¢ao); denote o seu coeficiente de semelhanga por d.

Provaremos que a colonia K morre em um tempo nao maior que d.

Seja vy, va,v3 08 vetores que deslocam os semi-planos II;, II,, I3 tal
que suas linhas demarcadas passam por O. Pela similaridade, entao segue
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Figura 10:

que se os semi-planos II7, IT5, IT; estdo deslocados pelos respectivos vetores
d.vy,d.ve, d.v3 entao suas linhas demarcadas também passarao por um tnico
ponto; estes mesmos semi-planos nesta nova posicao cobrem o plano inteiro.
Mas, por nossas observacoes, depois de t aplicagoes de P, os semi-planos
obtidos de II}, I, IT5 pelo deslocamento pelos vetores tv, tvg, tvg serdo cer-
tamente preenchidos por zeros, e para t > d estes semi-planos cobrirao o
plano inteiro. Consequentemente, o plano todo é preenchido por zeros, o que
significa que a colonia estda morta.

Lema 3: Suponha que dois semi-planos, cuja intersecao é vazia, demar-
cados por duas linhas paralelas e sao semi-planos zero para um operador P
(como na Figura 5). Entao, toda colonia finita de unidades morre sob a agao
deste operador.

Prova: Suponha que II; e Il; dois zero semi-planos paralelos demarcados
por AB e CD e localizados fora de AB e C'D, respectivamente. Sejam vy e vy
os vetores que deslocam I1; e Ily, de modo que I} = I1;+wv; e IT}, = TIy4v, nao
tenham pontos em comum. Logo, IT} e II}, vao manter a mesma orientagao
que II; e Il,, com coeficiente de semelhanca d. Portanto, pelo coeficiente
de semelhanca, se os semi-planos I} e II sao deslocados pelos respectivos
vetores dv; e dvq, entao suas linhas deslocadas também passarao através de
um tunico ponto, e estes mesmos semi-planos cobrirao todo o plano. Logo,
depois de t aplicacoes de P, esses dois zero-planos estarao preenchidos por
zero, e cobrirao todo o plano, isto é, toda colonia finita morre sob a agao de
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tal operador.
Lemas 2 e 3 podem ser combinados na seguinte afirmacao.

Lema 4: Se a intersecao de trés semi-planos zero é vazia, entao toda
colonia finita de células morre.

Prova: Se a intersercao de trés semi-planos é vazia entao eles estao ar-
ranjados como na Figura 9, ou quaisquer dois deles estao arranjados como
na Figura 5; mas por estes dois casos a afirmagao do Lema 4 esta provada.

Caso B

Suponha agora que op contém pelo menos um ponto. Provaremos que
existe uma colonia que nao morre.

Lema 5: Suponha que uma colonia infinita K preenche (no tempo t)
um semi-plano II tendo pelo menos um ponto em comum com o conjunto op.
Entao, a colonia PK contém o n6 O.

Prova: Assuma que PK nao contém O. Entao ha um zero em O no
tempo t+1, isto é, no tempo t algum subconjunto zero de U foi inteiramente
preenchido por zeros. Conseqiientemente, este subconjunto zero nao tinha
nenhum ponto em comum com II, isto é, pertencia ao complemento de II.
Mas,o complemento de II é um conjunto convexo. Por essa razao, o enve-
lope convexo deste subconjunto zero também estava inteiramente contido no
complemento de II. Por conseqiiéncia (veja Lema 1), op estava inteiramente
contido no complemento de II, o que contradiz nossa suposicao.

Corolario: Suponha que uma colonia infinita K preenche um semi-plano
II, tendo pelo menos um ponto em comum com o conjunto A + op, onde A
é um né. Entao, a colonia PK contém A.

A seguinte condicao é fundamental para o caso B.

Lema 6: Suponha que o ponto £ pertence a 0,. Entao ha um poligono
convexo M, tal que se uma colonia K preenche M, entao a colonia P_}g
preenche o poligono M — ¢ (figura 11), a colonia P2K preenche M — 2 ¢ |
e assim por diante; em geral, a colégi}a P"K obtida de K em n unidades de
tempo preenche o poligono M — n & obtida de M pelo deslocamento pelo
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Uma conseqiiéncia deste lema é que se O pertence a op, entao ha uma
colonia ”estavel” que nao perde nenhum de seus nds no processo de evolucao
(mas possivelmente adquire novos nos).

Prova: Note que nao prometemos fornecer a menor colonia que nao morre
(como fizemos para os exemplos 1 e 4). No caso gera isto é dificil. ~ Nos
basta encontrar qualquer colonia imortal.

Qualquer configuracao K € () é determinada por suas componentes
K, € {0,1}, v € U, onde U = Z? o espago inteiro bidimensional. Para
qualquer configuragdo K, denotamos Io(K) o conjunto de pontos v onde
K, =0eI(K) o conjunto de pontos v onde K, = 1.

Definicao: Um conjunto S é dito obtuso para um conjunto ) se e s6
se qualquer translagao S 4+ v de S que intercepta o envelope convexo de )
intercepta também Q).

Defini¢ao: Um conjunto qualquer é dito ser zero-conjunto minimo se e
s0 se todos os seus subconjuntos proprios nao sao zero-conjuntos.

Finalmente, podemos provar que se o, ¢ nao- vazio, existe uma colonia
que nao morre.
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Seja K uma colonia tal que I; (PK) D I;(K). Como consideramos ape-
nas monotonicidade, temos que I; (P'K) é nao-vazio para todo t.

Teorema de Carathéodory para Conjuntos Bidimensionais: Seja
S um conjunto qualquer no plano. Se p pertence a conv(S) entao p pertence
a conv({p1,p2,p3}), onde py, ps, p3 s@o alguns pontos em S.

Para quaisquer Si, S5,z C R?, se S; é obtuso para z e Sy é nao-vazio,
entao S = 57 + S5 é obtuso para z, onde + indica soma vetorial.

Para provar esta afirmacao, considere qualquer translacao z + v de z e
prove que, se z + v nao intercepta S, conv(z) + v também nao intercepta S.

Considere um ponto p que pertence a conv(z), logo, pelo Teorema de
Carathéodory para conjuntos bidimensionais, p € conv({p1,p2,ps}), onde
P1, P2, P3 sao alguns pontos em z. Por hipdtese, z + v nao intercepta S, dai
p1 + v, pe + v, p3s + v nao pertencem a S. Podemos concluir que
conv({p1 + v, ps + v, p3 + v}) nao intercepta S, assim p ndo pertence a S.

Sabemos que o nimero de zero-conjuntos minimos é finito pois to-
dos eles sdo subconjuntos de V', que é o conjunto de vetores vizinhos (V =
(v1,+-+,v,)). Assim, podemos denotar esses zero-conjuntos minimos como
21,00 2

Lema: Para qualquer conjunto S no plano, o conjunto —3conv(S) é
obtuso para S.

Prova: Considere qualquer translacao S + v de S que nao intercepta
—3conv(S) e prove que conv(S)+v também nao intercepta —3conv(S). Con-
sidere um ponto p € conv(S). Pelo teorema de Carathéodore para conjun-
tos bidimensionais, p € conv(py, p2, p3), onde py, pa, p3 sdo alguns pontos de
S. Ora, por hipétese, S + v nao intercepta —3conv(S) o que implica que
p1+ v, pe + v, ps + v nao pertencem a —3conv(S). Podemos concluir deste
modo que conv(py + v, pa + v, p3 + v) nao intercepta —3conv(.S). Logo, p ndo
pertence a —3conv(.S). Conjuntos com até trés pontos sdo convexos e, por
isso, obtusos para qualquer conjunto. Nosso lema esta provado.

Temos que a soma vetorial Si,---, S, também é obtuso a ele, de acordo
com o que vimos anteriormente.

Somando uma bola grande o bastante para assegurar que a intersecao de
S com Z? é nao-vazia, deste modo temos

S=S8y+S +- -+,
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Devemos provar que a configuragao K, definida por I; (K), isto é, conjunto
de pontos v onde K, = 1, nao é erodada por P, ou seja, devemos provar que
I,(PK) 2 I;(K), isto ja é o suficiente.

Suponha o oposto: que existe um ponto v tal que K, = 1 mas (PK), = 0.
Assim, deve existir um zero-conjunto minimo z tal que K, ; = 0 para todo
1 € z. Entao z + v nao intercepta S. Como S é obtuso para z, o envelope
convexo de z + v também nao intercepta S. Sabemos que o, contém &, logo
o envelope convexo de z também a contém, assim o envelope convexo de
z + v contém v, dai v nao pertence a S, que contradiz a nossa suposi¢ao que
K, = 1. Provamos, assim, que existe uma colonia imortal, se o, ¢ nao-vazio.

C. Teorema de Helly
Até agora, investigamos os dois casos seguintes:

a) a intersegdo de quaisquer trés semi-planos zero é vazia (Lema 4);
b) a intersegao de todos os semi-planos zero é nao vazia (Lema 6).

Vamos provar que apenas estes casos sao possiveis. Isto segue do Teo-
rema de Helly.

Este é um importante e muito bonito teorema, com muitas formulacoes,
provas e aplicagoes. Nos o precisamos apenas na seguinte variante.

Teorema de Helly: Suponha que ha n > 4 conjuntos convexos no
plano e cada trés deles tém um ponto em comum. Entao todos estes n
conjuntos tém um ponto em comum.

Vamos aplicar isso no nosso caso. Pelo corolario do Lema 1, o conjunto
op € a intersecao de uma lista finita de semi-planos. Suponha que o caso B
nao ¢ verdade: op é vazio. Entao, usando o Teorema de Helly e argumen-
tando por contradicao, temos que a intersecao de quaisquer trés semi-planos
é vazia; mas este é o caso A. Isto prova o Teorema da Sobrevivéncia.
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